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Die Aufgaben entsprechen leicht abgeindert einer Klau-
sur iiber Quantenmechanik Teil II von Prof. Dr. Nils
Schopohl, Uni Tiibingen. Die Losungen wurden selbst er-
arbeitet und miissen somit nicht unbedingt korrekt sein.
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Aufgabe 1

Wie dndern sich die Eigenfunktionen Y] ,, (1, ¢) des Bahn-

drehimpulsoperators L = 7 x p’ bei einer Inversion am
Ursprung: 7 — —7 fiir [ gerade bzw. ungerade?

Loésung:
In Kugelkoordinaten lésst sich die Inversion schreiben als

(T7197S0)_)(r777_197g0+7r>

Die Eigenfunktionen des Bahndrehimpulsoperators sind

Yim (9, 0) = m)! P/™(cosd) e™?

Bei der Inversion ist somit

Yim(m—9,¢+m)

2041 (I—=m)! _,, i i
=4/ . El—&—m;!PI (—cos?) ¥ e

2041 (I—m)! _,, m m
= y El—&—m;!PI (—cos?) ¥ (—1)

Fiir die zugeordneten Legendrepolynome ist nach Defini-
tion

(_1)7n

P (—cosd) = (1= (—cost)h)¥
(O cos)) T ((— cos¥)? — 1)
= %(1 —cos? )%
(=D (Dcos wy) ™ (cos® 9 = 1)
= (=)™ P (cos V)
Somit ist

Vim(m—0,047) = (=D)""(=1)" Yim(d, @)
= (-1)'Yin(d,9)

Aufgabe 2

Jemand behauptet, dass ein Operator A, der mit den zwei
Komponenten J, und J, des Drehimpulsoperators ver-
tauscht, auch mit der Komponente J, vertauschen muss.
Ist das richtig?

Losung:
Die Komponente J, lésst sich schreiben als

—1

To = 2 Jas ]
Der Kommutator zwischen A und J, ist
A7) = 1A, )
= AT - e ) A
_ %Z (AJwa — Adydy — Jpd, A+ Jle.A)
= (Rl A I LA LA g, A)
-0

Die Aussage ist somit richtig.

Aufgabe 3

Der Hamiltonoperator Ho = C’HJAZ2 +CL (J2+ ij) spielt
in der Festkorperphysik beim sogenannten Kristallfeldef-
fekt eine Rolle. Bestimmen Sie die zugehérigen Eigenwer-
te und Eigenzustéinde von Hc!

Loésung:
Durch Umschreiben des Hamiltonoperators kommt man
auf

Hc

C||jz2 +CL (jg + jg)
(C—CL)J2+CLJ?

Somit sind die Eigenfunktionen Kugelflichenfunktionen
He Y (9, )
=R [CLII+1) + (Cf = CL) m?] Yim(9, ¢)
und die zugehorigen Eigenwerte lauten
B = K [CLUI+1) + (C) = CL) m?]

Aufgabe 4

Welcher Zusammenhang besteht zwischen magnetischem
Moment M und Spinoperator S = %5’ des Elektrons?

Wie lautet der Hamiltonoperator eines Elektrons im
dufleren Magnetfeld B wenn zusétzlich zum Spin die La-
dung beriicksichtig wird?

Loésung:
Das magnetische Moment M ist

—

M = gu—B,S_": 9lB 3.

h h
Der Hamiltonoperator lautet
R
H=——-=—"=(LB+2SB LS
2m  h (LB + )+ m2cad
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Aufgabe 5

a) Driicken Sie die Operatoren JAJFJ, und J_ jJr durch J,
und J? aus!

b) Driicken Sie den Operator LS durch f/Q, 52 und J2

aus!

Loésung:
a) Nach Definition und der allgemeinen Drehimpulsver-

tauschungsrelation [I:l, ﬁj} = iheijkﬁk ist

Jedo = (Leidy) (L —idy)
e i[dd)]
= BRage ozl
= 2+ J+J2-J2+hd,
_ PR

Jode = (Le—idy) (L —idy)
_ PP h

b) Berechne J2:

J? = (L+S’)2:E2+S’2+2(E-§)
Somit ist

E.§:%(j2—ﬁ2—5*2)

Aufgabe 6

Ein Elektron im Wasserstoffatom befindet sich im Eigen-
zustand [nLL,S,) zum Energiecigenwert E,,. Wie dndert
sich in erster Ordnung Stérungsrechnung das Spektrum,
wenn ein konstantes Magnetfeld B in z-Richtung angelegt
wird (keine Spin-Bahnwechselwirkung, keine diamagneti-
schen Effekte)?

Loésung:
Der Hamiltonoperator ist

H=H+ ’%BBZ(EZ +25.).

In erster Ordnung Storungsrechnung gilt fiir die Energie-
eigenwerte

EanSz = En + %Bz <Ez + 2§z>nLLzSz

E, + %BZ(LZ +25.)

Es gibt also eine Aufspaltung des Spektrums im Magnet-
feld.

Aufgabe 7

Berechnen Sie die Kommutatoren
a) [or.67] ) o (67)]

wobei gilt [b,b]_ = 1.

Losung:
a) Nehme an [b",b"] = —n-b"~1. Beweis durch Induktion.
Induktionsanfang:

n=1: [b",b]=b"b—bb" = -1 = wahr
Induktionsschritt:

bro" T = bt — bbb

= bromb—b" — bbb
(bTb" — bbb — b

= phup -
= —nb" h—p"
= —(n4+1)0"

Somit gilt die Aussage fiir alle n.

b) Nehme an [b, (b7)"] = n - (b7)"~ L. Beweis durch In-
duktion.

Induktionsanfang:

n=1: [bbT]=0bb" —b"b=1 = wahr
Induktionsschritt:

b, (6T = b))t — (bT)"b 1D

(
= b(dT)"bT + (b7 — (bT)"bbT
= [b,@")"]p* + (0*)"
= n-ON)" T+ (HT)"
= (n+1)"H)"

Somit gilt die Aussage fiir alle n.

Aufgabe 8

Proton p und Neutron n sind Fermionen, die jeweils Spin
% tragen. Konstruieren Sie die moglichen Eigenzusténde

zum Gesamtspin S = 4 (5™ +5P)) von Proton und Neu-
tron im Atomkern des Deuterons.

Loésung: .
Die Eigenzustinde zu S = %5(”) sind

|1/27 1/2>(n)7 |1/27 _1/2>(n)
sowie zu S®) = %-'(p)

1Y/2,/2) ), /2, =1/2) ()
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Die beiden Quantenzahlen bezeichnen jeweils den Ge-
sammtspin, sowie die Projektion auf die z-Achse. Die Ba-
sis des neuen Zustandraumes besteht aus den vier mogli-
chen Kombinationen obiger Zustéande

11/2,1/2) () 11/2,1/2) ().

|1/23 1/2>(n) |1/2a *1/2>(p)’
1%/2, =1/2) () 1/2:1/2) ).
1Y/2, =1/2) () 1Y/2, =1/2) ()

R ®  &®

(
(

Die Eigenzustdnde zum Operator S mit maximaler und
minimaler Quantenzahl lassen sich sofort ablesen:

11/2,1/2)(n) © [/2,/2) )
|1/2’ _1/2>(n) ® |1/27 _1/2>(p)'

|1a1> =
|17_1> =

Durch Anwenden des Kletteroperators S~ erhillt man
mit Hilfe der Relation

5%|8,8.) = h/S(S+1) — S.(S. £1) |5, 5. — 1)
sowie §~ = S~ 4 §®)~ die Gleichung
S7I1,1) = V2 ]1,0)
= (87 + 5W7) 12,112y @ [1/2, Y2)p)
= (512, Yo ) @12, Y2)
172,/ ) © (SP 172,112

= Y2, =Y2) () ® [1/2,1/2) )
il ® e 9

Somit ist ein weiterer Eigenzustand von S

10) = == (W2 =Ya)m O 1 Yol
12, 1/2) ) @ 12, =Y2) ) )

Der letzte noch zu bestimmende Zustand ist |0,0). Er ist
eine Linearkombination der Form

0,00 = c1 [Y2,=1/2) ) @ [1/2,7/2) ()

+ o [V2,7/2) () @ Y2, =1/2) ().
Auf Grund der Normierung muss ¢ + c¢3 = 1 gelten. Au-

Berdem muss der Zustand |0, 0) orthogonal zu |1,0) sein.
Daraus ergibt sich der letzte Zustand

1

7% (|1/2, —1/2)(n) ® [1/2,1/2) )
—[Y/2,1/2) (ny ® /2, _1/2>(p))'

|070> =

Aufgabe 9

Ein Teilchen der Masse m bewegt sich in der Ebene z = 0
und wird durch den Hamiltonoperator

pa+p,  mw?

2m 2

H= (@ +9%) + 1229

beschrieben.

a) Berechnen Sie fiir den Spezialfall A = 0 mit Hilfe der
in der Vorlesung eingefiihrten Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren drei Eigenzustinde niedrigster Energie!

b) Berechnen Sie in erster Ordnung Stérungsrechnung fiir
kleine Werte des Parameters A die entsprechende Ande-
rung der zugeordneten Energieeigenwerte!

Loésung:
a) Die Eigenvektoren des harmonischen Oszillators in ei-
ner Dimension seien |i,,). Dann ist

I:I|"/}nz,ny> = (I:Ix + I:Iy)|wnz,ny>
= (n+ ny + 1)‘7/’nm,ny>
mit

Die zugehorigen Erzeugungs- und Vernichtungsoperato-
ren sind

mw 1 .
ar = ﬁx + mpz
of = T g

‘ 2h V2mhw'

mw . 7 .

Gy = \/;y + \/mpy
o mw ) .
a, = \/;y - Wpy

Im eindimensionalen Fall ist die Wellenfunktion im
Grundzustand

mw

wie) = ()"

Im zweidimensionalen Fall ergibt sich somit

Yooz, y) = o) o(y)

(@)”2 o= 332 (2% 4y?)
mh

_1lmw .2
2°h %

@

Durch Anwenden der Operatoren af, und af, ergiben sich
die die beiden Zusténde mit néchst hcherer Energie

alwo,o(% y) = \% 0 + 1¢1,O($7 y)

mw 7 .
- T — T z,
< 2h 2mhwp ) Yoola,y)
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mw h
(Ex - MQ Yo.0(@1)
- \/mweé me (22 44?)
T e,
2mw Th h

_ g mw Ieié 'rrgw (z2+y2)

™ h
aloo(z,y) = VO+1goa(z,y)

2MY = E B )
T h

b) Die Operatoren &2, 2 lassen sich mit Hilfer der Klet-
teroperatoren ausdriicken

. h
P = (alal +ala, + ayal + azay)

= (alal +alay, + ayal

Die Anderung der Energieeigenwerte ist in erster Ord-
nung Stoérungsrechnung

AR = A(E 3Ry

ho\2

= A\ <2mw> ((alax + axal)(alay + ayaL)m
ho\2

_ )\<2mw> (ng +ng +1)(ny +ny + 1)
ho\2

= A <2mw> (2ng + 2ny + 4nyng + 1)

Aufgabe 10

a) Berechnen Sie mit Hilfe des Hellman-Feynman Theo-
rems den Erwartungswert der kinetischen Energie und
den Erwartungswert der potentiellen Energie in den Ei-
genzustinden des Wasserstoffatoms!

b) Wie gro8 ist die Summe beider Erwartungswerte?

Losung:
Der Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms ist
~2 2
p kZe - ~
=-— — —— = Hy; H,o:.
m I'Fl kin T pot

Der zugehorige Energieeigenwert ist
1 k2Z2%e2m
n2 2R

Nun berechnet man folgende Ableitungen

E, =

mamH = _ﬁkin
mo,E, = E,

ZOozH =
Z0mE, =

Hpot

2

- E,

Mit dem Hellman-Feynman Theorem folgt nun

<I:Ikin>n,l =
<Hpot>n7l =

Die Summe der beiden Erwartungswerte ist

<gkin>n,l + <

H,

p

—-E,
2. E,.

ot>n,l = _En + 2En = En



